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中考数学复习专题3 代数、三角、几何综合问题


概述：


代数、三角与几何综合题是较复杂与难度较大的问题，其中包括方程、函数、三角与几何等，内容基本上包含所有的初中数学知识，必须把以前的函数观念、方程思想、数形结合思想、转化与化归思想进行综合来解题．


典型例题精析


    例1．有一根直尺的短边长2cm，长边长10cm，还有一块锐角为45°的直角三角形纸板，它的斜边长12cm，如图1，将直尺的矩边DE放置与直角三角形纸板的斜边AB重合，且点D与点A重合，将直尺沿AB方向平移如图2，设平移的长度为xcm（�0≤x≤10），直尺和三角形纸板的重叠部分（图中阴影部分）的面积为Scm2．


    （1）当x=0时（如图），S=________；当x=10时，S=___________；

    （2）当0<x≤4时（如图2），求S关于x的函数关系式；


（3）当4<x<10时，求S关于x的函数关系式，并求出S的最大值（同学可在图3、�图4中画草图）
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    解析：（1）2；2．


    （2）在Rt△ADG中，∠A=45°，


    ∴DG=AD=x．


    同理EF=AE=x+2，


    ∴S梯形DEGF=[image: image15.wmf]1

2

（x+x+2）×2=2x+2，


    ∴S=2x+2．


    （3）①当4<x<6时，（如图5）


    GD=AD=x，EF=EB=12-（x+2）=10-x，


    则S△ADG=[image: image20.wmf]1

2

x‑2，S△BEF=[image: image21.wmf]1

2

（10-x）2，


    而S△ABC=[image: image23.wmf]1

2

×12×6=36，


    ∴S=36-[image: image25.wmf]1

2

x2-[image: image26.wmf]1

2

（10-x）2=-x2+10x-14，


    S=-x2+10x-14=-（x-5）2+11，


∴当x=5（4<5<6）时，S最大值=11．


[image: image30.png]





    ②当6≤x<10时（如图6），


    BD=BG=12-x，BE=EF=10-x，


    S=[image: image34.wmf]1

2

（12-x+10-x）×2=22-2x，


    S随x的增大而减小，所以S≤10．


    由①、②可得，当4<x<10时，S最大值=11．


    例2．如图所示，点O2是⊙O1上一点，⊙O2与⊙O1相交于A、D两点，BC⊥AD，垂足为D，分别交⊙O1、⊙O2于B、C两点，延长DO2交⊙O2于E，交BA的延长线于F，BO2交AD于G，连结AG．�


[image: image172.jpg]


    （1）求证：∠BGD=∠C；


    （2）若∠DO2C=45°，求证：AD=AF；


（3）若BF=6CD，且线段BD、BF的长是关于x的方程x2-（4m+2）x+4m2+8=0�的两个实数根，求BD、BF的长．



    解析：（1）∵BC⊥AD于D，


    ∴∠BDA=∠CDA=90°，


    ∴AB、AC分别为⊙O1、⊙O2的直径．


    ∵∠2=∠3，∠BGD+∠2=90°，∠C+∠3=90°，


    ∴∠BGD=∠C．


    （2）∵∠DO2C=45°，∴∠ABD=45°，∵O2D=O2C，


    ∴∠C=∠O2DC=[image: image48.wmf]1

2

（180°-∠DO2C）=67.5°，


    ∴∠4=22.5°， ∵∠O2DC=∠ABD+∠F，


    ∴∠F=∠4=22.5°，∴AD=AF．


    （3）∵BF=6CD，∴设CD=k，则BF=6k．


    连结AE，则AE⊥AD，∴AE∥BC，


    ∴[image: image54.wmf]AEAF

BDBF

=

  ∴AE·BF=BD·AF．


    又∵在△AO2E和△DO2C中，AO2=DO2


    ∠AO2E=∠DO2C， O2E=O2C，


    ∴△AO2E≌△DO2C，∴AE=CD=k，


    ∴6k2=BD·AF=（BC-CD）（BF-AB）．


    ∵∠BO2A=90°，O2A=O2C，∴BC=AB．


    ∴6k2=（BC-k）（6k-BC）．∴BC2-7kBC+12k2=0，


    解得：BC=3k或BC=4k．


    当BC=3k，BD=2k．


    ∵BD、BF的长是关于x的方程x2-（4m+2）x+4m2+8=0的两个实数根．


    ∴由根与系数的关系知：BD+BF=2k+6k=8k=4m+2．


    整理，得：4m2-12m+29=0．


    ∵△=（-12）2-4×4×29=-320<0，此方程无实数根．


    ∴BC=3k（舍）．


    当BC=4k时，BD=3k．


    ∴3k+6k=4m+2，18k2=4m2+8，整理，


    得：m2-8m+16=0，


    解得：m1=m2=4，


    ∴原方程可化为x2-18x+72=0，


    解得：x1=6，x2=12， ∴BD=6，BF=12．


中考样题训练


    1．已知抛物线y=-x2+（k+1）x+3，当x<1时，y随着x的增大而增大，当x>1时，y随x的增大而减小．


    （1）求k的值及抛物线的解析式；


    （2）设抛物线与x轴交于A、B两点（A在B的左边），抛物线的顶点为P，试求出A、�B、P三点的坐标，并在直角坐标系中画出这条抛物线；


    （3）求经过P、A、B三点的圆的圆心O′的坐标；


    （4）设点G（0，m）是y轴上的动点．


    ①当点G运动到何处时，直线BG是⊙O′的切线？并求出此时直线BG的解析式．


②若直线BG与⊙O相交，且另一个交点为D，当m满足什么条件时，点D在x轴的下方？































    2．如图，已知圆心A（0，3），⊙A与x轴相切，⊙B的圆心在x轴的正半轴上，且⊙B与⊙A外切于点P，两圆的公切线MP交y轴于点M，交x轴于点N．


    （1）若sin∠OAB=[image: image91.wmf]4

5

，求直线MP的解析式及经过M、N、B三点的抛物线的解析式；


    （2）若⊙A的位置大小不变，⊙B的圆心在x轴的正半轴上移动，并使⊙B与⊙A始终外切，过M作⊙B的切线MC，切点为C，在此变化过程中探究：


    ①四边形OMCB是什么四边形，对你的结论加以证明；


②经过M、N、B三点的抛物线内是否存在以BN为腰的等腰三角形？若存在，�表示出来；若不存在，说明理由．






   



 3．如图，已知直线L与⊙O相交于点A，直径AB=6，点P在L�上移动，连结OP交⊙O于点C，连结BC并延长BC交直线L于点D．

    （1）若AP=4，求线段PC的长；

    （2）若△PAO与△BAD相似，求∠APO的度数和四边形OADC的面积．（�答案要求保留根号）

考前热身训练

    1．如图，已知A为∠POQ的边OQ上一点，以A为顶点的∠MAN的两边分别交射线OP于M、N两点，且∠MAN=∠POQ=α（α为锐角），当∠MAN为以点A为旋转中心，AM边从与AO�重合的位置开始，按逆时针方向旋转（∠MAN保持不变）时，M、N两点在射线OP�上同时以不同的速度向右平行移动．设OM=x，ON=y（y>x≥0），△AOM的面积为S，若cosα、OA�是方程2z2-5z+2=0的两个根．

    （1）当∠MAN旋转30°（即∠OAM=30°）时，求点N移动的距离；

    （2）求证：AN2=ON·MN；

    （3）求y与x之间的函数关系式及自变量量x的取值范围；

（4）试写出S随x变化的函数关系式，并确定S的取值范围．

    2．如图，已知P、A、B是x轴上的三点，点A的坐标为（-1，0），点B的坐标为（3，0），�且PA：AB=1：2，以AB为直径画⊙M交y轴的正半轴于点C．

    （1）求证：PC是⊙M的切线；

    （2）在x轴上是否存在这样的点Q，使得直线QC与过A、C、B�三点的抛物线只有一个交点？若存在，求点Q的坐标，若不存在，请说明理由；

    （3）画⊙N，使得圆心N在x轴的负半轴上，⊙N与⊙M外切，且与直线PC相切于D，�问将过A、C、B三点的抛物线平移后，能否同时经过P、D、A三点？为什么？
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答案:

中考样题看台

1．（1）k=1，抛物线解析式y=-x2+2x+3

    （2）A（-1，0），B（3，0），C（1，4）

（3）∵⊙O′过A、B两点，

∴O′在AB的垂直平分线上，即在抛物线的对称轴上，

设抛物线的对称轴交x轴于M，交⊙O′于N，

则有MP×MN=MA×MB，4MN=2×2，

∴MN=1，�PN=5，O′P=[image: image99.wmf]5

2

<PM，

∴O′点在x轴上方，∴O′M=[image: image100.wmf]3

2

，∴O′（1，[image: image101.wmf]3

2

）．

（4）①过B点作⊙O′的切线交y轴于点G，直线BO′交y轴于点E，

可求出直线BO�′的解析式为，y=-[image: image102.wmf]3

4

x+[image: image103.wmf]9

4

，

∴E（0，[image: image104.wmf]9

4

），∵BG是⊙O′的切线，BO⊥EG，

∴BO=OE×OG，∴OG=4，�∴G（0，-4），

求出直线BG的解析式为y=[image: image105.wmf]4

3

x-4． 

②-4<m<0．

2．（1）在Rt△AOB中，∵OA=3，sin∠OAB=[image: image106.wmf]4

5

，cos∠OAB=[image: image107.wmf]3

5

，

∴AB=5，OB=4，BP=5-3=2．�

在Rt△APM中，[image: image108.wmf]AP

AM

=cos∠OAB=[image: image109.wmf]3

5

，

∴AM=5，OM=2，∴点M（0，-2），

又△NPB∽△AOB，∴[image: image110.wmf]BNAB

BPOB

=

，

∴BN=[image: image111.wmf]5

2

，�∴ON=[image: image112.wmf]3

2

，∴点B（[image: image113.wmf]3

2

，0），

设MP的解析式为y=kx+b，∵MP经过M、N两点，

∴MP的解析式为y=[image: image114.wmf]4

3

x-2，

设过M、N、B的抛物线解析式为y=a（x-[image: image115.wmf]3

2

）（x-4）

且点M（0，-2）在其上，可得a=-[image: image116.wmf]1

3

，即y=-[image: image117.wmf]1

3

x2+[image: image118.wmf]11

6

x-2．

（2）①四边形OMCB是矩形． 

证明：在⊙A不动，⊙B运动变化过程中，

恒有∠BAO=∠MAP，OA=AP，∠AOB=∠APM=90°，

∴△AOB≌△APM，

∴OB=PM，AB=AM，

∴PB=OM，

而PB=BC，∴OM=BC，

由切线长定理知MC=MP，∴MC=OB，

∴四边形MOBC是平行四边形，

又∵∠MOB=90°，

∴四边形MOBC是矩形．

②存在，由上证明可知，Rt△MON≌Rt△BPN，

∴BN=MN．

因此在过M、N、B三点的抛物线内有以BN为腰的等腰三角形MNB存在，�

由抛物线的轴对称性可知，在抛物线上必有一点M′与M关于其对称轴对称，

∴BN=BM′，这样得到满足条件的三角形有两个，△MNB和△M′NB．

3．（1）∵L与⊙O相切于点A，

    ∴∠4=90°，∴OP2=OA2+AP2，
    ∵OB=OC=[image: image119.wmf]1

2

AB=3，AP=4，

    ∴OP2=32+42，∴OP=5，

    ∴PC=5-3=2．

    （2）∵△PAO∽△BAD，且∠1>∠2，∠4=90°，

    ∴∠2=∠APO，∴OB=OC，∴∠2=∠3

    ∵∠1=∠2+∠3，∴∠2=2∠2=2∠APO

    ∴∠4=90°，∴∠1+∠APO=90°

    ∴3∠APO=90°，∴∠APO=30°．

    在Rt△BAD中，∠2=∠APO=30°．

    ∴AD=6sin30°=6×[image: image120.wmf]3

3

=2[image: image121.wmf]3

．

    过点O作OE⊥BC于点E

    ∵∠2=30°，BO=3，

    ∴OE=[image: image122.wmf]3

2

，BE=3×cos30°=[image: image123.wmf]33

2

，

    ∴BC=2BE=3[image: image124.wmf]3

，

∴S四边形OADC=S△BAD-S△BOC=[image: image125.wmf]1

2

AB·AD

=[image: image126.wmf]1

2

BC·OE=[image: image127.wmf]1

2

×6×2[image: image128.wmf]3

-[image: image129.wmf]1

2

×3[image: image130.wmf]3

×[image: image131.wmf]3

2

=6[image: image132.wmf]3

-[image: image133.wmf]9

4

[image: image134.wmf]3

=[image: image135.wmf]15

4

[image: image136.wmf]3

 ．

考前热身训练

1．（1）易知OA=2，cosα=[image: image137.wmf]1

2

，∠POQ=∠MAN=60°，

∴初始状态时，△AON为等边三角形，�

∴ON=OA=2，当AM旋转到AM′时，点N移动到N′，

∵∠OAM′=30°，∠POQ=∠M′AN�′=60°，

∴∠M′N′A=30°，在Rt△OAN中，ON′=2AO=4，

∴NN′=ON′-ON=2，∴点N移动的距离为2．

    （2）易知△OAN∽△AMN，∴AN2=ON·MN．

（3）∵MN=y-x，∴AN2=y2-xy，

过A点作AD⊥OP，垂足为D，可得OD=1，AD=[image: image138.wmf]3

，

∴DN=ON-OD=y-1，

在Rt△AND中，AN2=AD2+DN2=y2-2y+4，

∴y2-xy=y2-2y+4，即y=[image: image139.wmf]4

2

x

-

．

∴y>0，∴2-x>0，即x<2，

又∵x≥0，∴x的取值范围是：0≤x<2．

（4）S=[image: image140.wmf]1

2

·OM·AD=[image: image141.wmf]3

2

x，

∵S是x的正比例函数，且比例系数[image: image142.wmf]3

2

>0，

∴0≤S<[image: image143.wmf]3

2

·2．即0≤S<[image: image144.wmf]3


2．（1）易知⊙M半径为2，设PA=x，则x：4=1：2[image: image145.wmf]Þ

x=2，

由相交弦定理推论得OC=OA．OB=1×3，

    ∴OC=[image: image146.wmf]3

，∴PC2=PO2+OC2=32+（[image: image147.wmf]3

）2=12，

    PM2=42=16，MC2=22=4，

    ∴PM2=PC2+MC2，∴∠PCM=90°．

（2）易知过A、C、B三点的抛物线的解析式为y=-[image: image148.wmf]3

3

（x+1）（x-3），�

假设满足条件的Q点存在，坐标为（m，0），直线QC的解析式为y=-[image: image149.wmf]3

m

x+[image: image150.wmf]3

，

    ∵直线QC与抛物线只有一个公共点，

∴方程-[image: image151.wmf]3

3

（x+1）（x-3）=-[image: image152.wmf]3

m

x+[image: image153.wmf]3

有相等的实根，

∴（2+[image: image154.wmf]3

m

）2=0，∴m=-[image: image155.wmf]3

2

，即满足条件的Q点存在，�坐标为（-[image: image156.wmf]3

2

，0）；

    （3）连结DN，作DH⊥PN，垂足为H，设⊙N的半径为r，则∵ND⊥PC，

    ∴ND∥MC，∴[image: image157.wmf]DNPN

MCPM

=

，∴[image: image158.wmf]2

24

rr

-

=

，

    ∴r=[image: image159.wmf]2

3

，∵DN2=NH·NP，

    ∴（[image: image160.wmf]2

3

）2=NH·（2-[image: image161.wmf]2

3

），∴NH=[image: image162.wmf]1

3

，

    ∴DH=[image: image163.wmf]NHHP

g

=[image: image164.wmf]3

3

，∴D（-2，[image: image165.wmf]3

3

）．

∵抛物线y=-[image: image166.wmf]3

3

（x+1）（x-3）平移，使其经过P、A两点的抛物线的解析式为

y=-[image: image167.wmf]3

3

（x+�1）（x+3）

又经验证D是该抛物线上的点，

    ∴将过A、C、B三点的抛物线平移后能同时经过P、D、A三点．

